Analiza widmowa sygnatow
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Analiza widmowa sygnatow

Przeksztatcenie sygnatow do dziedziny ich
widma czestotliwosciowego (1. jego
sktadowych harmonicznych) pozwala ujawniac
cechy sygnatu, ktore nie sg widocznie w
dziedzinie czasu, np. cechy posiadajgce istotng
wartosc diagnostyczna.
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Reprezentacja sygnatow za
pomoca szeregu Fouriera

A 7/
(I
Joseph Fourier

. (1768-1830)

Szeroka klasa sygnatow moze byc¢ reprezentowana
za pomocg kombinacii liniowej funkcji harmonicznych
o réznych czestotliwosciach — tzw. szereg Fouriera
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Wybieranie tonowe
(DTMF - Dual Tone Multi Frequency)
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Analiza widmowa

Ja wyznaczyc¢ (obliczy¢) amplitudy harmonicznych
o roznych czestotliwosciach dla sygnatow o dowolnych

ksztattach?
FT ) 7




Trygonometryczny szereg Fouriera

dy = .
x(t)="2+ (a, cos ket + b, sin kayt)
2 =
gdzie: @, = 2T7[ czestotliwos¢ podstawowa [rad/s]
T
oraz:
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lloczyn skalarny wektorow

A

B

Iloczyn skalarny

A-B=|A|B|cos¢ wektoréw jest liczba

——A-B=0 dla ¢=90" tj.dla wektoréw prostopadtych (ortogonalnych)
A-B=min <0 dla ¢=180" < . >
A-B=max>0 dla ¢=0° —
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lloczyn skalarny wektorow
w uktadzie kartezjanskim

A=|a,4,] Y4 A
B-|B..B,] 4, e
R ............................................
X x+ Yoy By --------- ¢ ¢A -------- \ ------------------- B
:}¢B
0 A, b,

A-B= ‘AHB‘ cos(gzﬁA — @y ) = ‘AHB‘(COS @, COSQP, +Sin@, sin @, ) =
= ‘A‘ cos ¢A‘B‘ cos @, + ‘A‘ sin ¢A‘B‘Sin ¢ =AB.+AB,
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lloczyn skalarny wektorow

Na ptaszczyznie -

Dla N-wymiarowych wektorow:

X:[xl,xz,...,xN]
Y:[Vl’)b’---’)ﬁv]

A-B=AB +4,B,

\ Wektory mozna

interpretowac jako
sygnaty dyskretne

N
X Y:inyz =XV T, T XN Yy
i=1
11
M
= y
X Y=le.yi =XTY=[x1 I5p000s xN] ?
=
YN
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Wektory bazowe

Problem: Chcemy przedstawic

dowolny wektor Cna ptaszczyznie
za pomocg wektorow bazowych

— —>

a i b o jednostkowych dtugoéciach

a =5 =1
alb

¥

Wektory prostopadte (ortogonalne)
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Wektory bazowe

o a-b-
ot B
A
a\‘ > A
P
A

Kombinacja liniowa wektorow bazowych
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Wracamy do szeregu
Fouriera

wspotczynniki
~rozwiniecia”

N

Joseph Fourier
(1768-1830)

22N\
s (Y

Funkcje bazowe

Szeroka klasa sygnatéw moze byc¢ reprezentowana za pomoca
kombinaciji liniowej funkcji harmonicznych o réznych

czestotliwosciach — tzw. szereg Fouriera
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ldea dyskretnej reprezentacii
(aproksymacji funkcji)

Rozwazmy zagadnienie: dang funkcje g chcemy dobrze
przyblizy¢ wazong sumg pewnej liczby n prostszych
funkcji f; :

n
grafitafh+...ta,f, :Zaifi
i=l

Kombinacja liniowa
funkcji bazowych

Zwykle zbior funkgiji f; jest zadany, a naszym celem
jest znalezienie takich wspodtczynnikow «; , dla
ktorych uzyskamy najlepsze przyblizenie funkcji g za
pomocg zadanej liczby n prostszych funkgciji f,
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Trygonometryczny szereg Fouriera

—+00

x(t)= "2 +3 (a, coskayt +b, sin kwyt)
2 A

gdzie: @, = 2T7T czestotliwos¢ podstawowa [rad/s]

_ T
oraz: dy = jx( t)a’ / lloczyny
=0 skalarne

2
T
P — / funkcji

a, = |\x\t)coska,tdt, k=12,...

7 Jo

0 A

b, =" x(t)sin kawtdt, k=12,...
r f.=0 14




Widmo Fouriera kosinusoidy

A
A

ta-:
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CZas

» czestotliwosc
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Trygonometryczny szereg Fouriera

x(t) = C;) + g(ak cos kayt + b, sm ka)ot)

@
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Szereg Fouriera - przyktad

+00
x(r)= Zbk sinkwyt x(t) =sinwyt —1.5-sin2wyt +2 - sin3w,t
k=1

4 1 1

0 = 10 '1.50 +20
T

-2 0.5 \ 0.5 0.5
4 -1 -1 -1

0 50 100 0 50 100 0 50 100 0 50 100

pulsacja podstawowa ~ 27

‘W, =27f = . - okres podstawowy
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Szereg Fouriera - przyktad

+00
x(t) = Zbk sinkaw,t

x(t) =lsinwyt —1.5-sin2@yt + 2 - sin3w,t

k=1
2T
2 Wy =
T
4
) 1/7 Amplituda
harmonicznych
. ‘ 2w, - Y
0 — >
@ 30, @
2
1,-1.5,2}
* 50 100 -1.5

Kompresja sygnatu!
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Szereg Fouriera - przyktad

H from numpy import =in, one=, hstack, zeros, pi
Pulsacja _ s ' S
Lfrnm pylab import plot,show
1.5 ‘(/,. .
podstawowa @y |,._.... -,
-ﬂ\"'.’t‘. .&4-. #E\».?-*ﬁ. fﬂw x2=-x1
] B = A = AR . x=hstack((xl,x2))

t=linspace(0,2.0%pi,100)

ploti{t,=x,'s", linewidth=4)

show ()

xf=zeroz(len(t))

for 1 in xrange(l1,17,2):
Xf+=4.0/pi%zin(i*t) fi

. plot{t,xf,'Bb"})

—o5| show ()

X(t)=4 SiIllL+SiIl3ZL+SiIlSZL+.“ |:>
7\ 1 3 S
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Szereg Fouriera - przyktad

See: www.youtube.com/watch?v=LznjC4Lo7IE

I : J T— ; Widmo Fouriera

: . P . P
0 1 3 5 11 13 15 17 19
20
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A jak wyznaczyc¢ wspotczynniki widma
dla dowolnej funkcji (sygnatu)?

+00
x(t) = Zbk sinkaw,t
k=1

300 1 1
200
100 0.5 0.5 0.5
0
= ?, ? ?,
-100
-200
0.5 0.5 0.5
-300
-400 1 4

0 100 200 300 400 500 0 50 100 0 50 100 !

0 50 100
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Szereg Fouriera - przykiad

600 . . . .
500 | _ \\
400} ]

300 ¢

200 ¢ ] . .
mob/\\@ﬁ/\\ Widmo IFourlerai\ sygnafu EKG
0¢ 14 _

-100 ¢

B ; 4 60 Hz
| IR |

f[Hz]
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Widmo Fouriera zapisu EKG

>

Widmo Fouriera sygnatu EKG

0 50 100 150
f[Hz]
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Wyktadnicza postac szeregu Fouriera

Niech:

wtedy:

oraz.

:> a, = 2¢,

{ak =c, +c_,, k=0,12....

b, :j(ck —c_k), k=12,3,..

x(t) =c, + i ((ck +c_ Jeoskayt+ jlc, —c., )sin ka)ot)
k=1

+00 .
x(t) — Z Ckefk“’ot zastosuj:
—00

Jyt

e’™ =cos w,t + jsin w,t

24
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Wzor Eulera

e’ = cos w,t + jsin w,t
sin @yt = L (ej Nt _ g ! )
2J
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Wspoliczynniki Fouriera

k=00 . k=+o0 jk(z_ﬁ)t
x(t)=Y e, e =Y X(k)e 7
k=—c0 k=—o0
gdzie
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Przeksztatcenie Fouriera

Stosujgc zamiast ko, ciggtg pulsacje w:

1 i . it
x(t)zzﬂj)\((]a))ef dw

J
y

¥ J 4 ] .
Zespolone wspotczynniki
Fouriera
~+00
X(jeo)= [x(t)e ' dt
— C Uui
—00

Liczby zespolone! =
Pawet Strumitto, Instytut Elektroniki Politechniki t 6dzkiej



Przeksztatcenie Fouriera - przyktad

Impuls
[)irgacg; ’ widmo biate
0
FT
- t | S
o dlat=0 e +30 .
0-{ sy fou=1 (o) folerar
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Przeksztatcenie Fouriera - przyktad

Sygnat staty

FT

t

X(jw)= [1-e7*dt=275(w)

Imniide. . Diraca

IIII'J\IIU k= 11 CANJCA
¥ 272’5((())
0

o)

o dla =0
0 dla w0
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Przeksztatcenie Fouriera - przyktad

2T
1 -t/ T 'ﬂ\ / \ —a
VoV
-T T y y
t FT =
’ +7T .
1, ld<T N i
x(t) _ {O “J‘ . X(]a)) _J;e dt =2T —
Sygnat o skonczonym czasie trwania posiada
nieskonczenie szerokie pasmo! ¥
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Widmo funkcji harmonicznej

: — d\
x(1) FT N 1 [X()
VIR q | n

i

VUV e o e
f @
1 Jopt —J oyt 1
cosa)otzz(e +e ) > 2(27[5(&)—a)o)+27z5(a)+a)0))
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Widmo funkcji harmonicznej

LX)

FT

[ 0

sina)otzl.(eja’ot—e_j”o’) PN —;(27z§(a)—a)0)—27z5(a)+a)0))

2]
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Szereg impulsow Diraca

LX)

FT

o ——

[ ®

sin a)otzl. ALl BRPEN —j(27z5 0 —@y)— 2700+ o,
2 2 ’
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Szereg impulsow jednostkowych

x(f) N ' X(w)
h FT )

| 4 ] ‘27I/T
2T -1 O T 2T Ag/T 22/ T O 20/ T 4n/
t @

5,0)=X6(-kT) © 3 60-ka,)
- - )

gdzie 0)0:% N
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Niektore wilasciwosci
przeksztatcenia Fouriera

Liniowosé: ax(t)+by(t) > aX(ja))+bY(ja))

Zmiana skali:
Splot sygnatow:
lloczyn sygnatow:

Rownosc¢ Parsevala:

. O modulacii:

x(at) <> IX(O)), a>0
a \a

x(1)* (1) & X(jol(jo)

() © X(jo)xY(jo)

40 1 +00
J‘|x(t)(2dt =5 “X(ja)){zda)

x(t)e’™ & X(o-aw,)
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Dyskretne przeksztatcenie Fouriera

Sygnat okresowy x(t) jest probkowany N razy w
czasie jego okresu T, tj. T=NAt . Otrzymywany jest
sygnat dyskretny x(n) o okresie N:

x(£)]
j\ At
SN/ |
YT
NAt

Pawet Strumitto, Instytut Elektroniki Politechniki t 6dzkiej
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Dyskretne przeksztatcenie Fouriera

Najmniejsza czestotliwoscC szeregu Fouriera

(tzw. czestotliwos¢ podstawowa) wynosi: r = 11/
" T NAt N
Czestotliwosci kolejnych k-tych harmonicznych analizy:
k k k
I' NAt N

A, L | fET=1NAY
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Dyskretne przeksztatcenie Fouriera

Z rownania na szereg Fouriera i wspotczynniki
szeregu dla czasu ciggtego :

I k=00
X(0)= . [x()e ()= 3 X(k)e!
0 k=—o0
mamy odpowiednie rownania dla czasu dyskretnego:
N-1 _ ik 2z nA N-1 i 2
X(k)z : x(nAt) ! ( j t x / ( ]
NAt &= N &
N-1 2T, k=0,1,2, ..., N-1
x(n) = X(k)e
k=0 n=0,1,2, ..., N-1 .
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Dyskretne przeksztatcenie Fouriera

Proste:

Indeks probki w czasie

k=0,1,2,..., N-1

numer harmonicznej

X(k)e” N n=0,1,2, ..., N-1

39
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Dyskretne przeksztatcenie Fouriera

X(k) _ 1 f —j2mkn/ N
=N x(n)e
n=0

X (k) =[x ()] €™

Widmo amplitudowe &

Gdzie:

Widmo fazowe

X (k)| = Re[ X (1)} +Im[X (k)]

Im[X(k)]j

arg[X (k)] = arctan( Re[X(k)]

Pawet Strumitto, Instytut Elektroniki Politechniki t 6dzkiej
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Dyskretne przeksztatcenie Fouriera

Dla sygnatow o wartosciach rzeczywistych x(n) zachodzi wtasnosc¢
wspotczynnikow Fouriera:

X(k)= X*(N—k)

Zatem dla widma amplitudowego,
tj. modutu wspotczynnikow):

X (k)| =|X (N -k)

a widma fazowego, tj. argumentu wspotczynnikdw

arg| X (k)| = —arg| X (N — )]

41
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DFT - przyktad

0

x(n)=13 4 4] e/? = cosO+ jsin 6
X(k)= ;Nn_loi(n)enmm >
Ke=0)= 3 ) = 0} )] 3]
X(k=1)= 7: i(_3+ h
X(k=2)=7.... =—i(2)
X(k=3)=7... :—411(3+j)

Pawet Strumitto, Instytut Elektroniki Politechniki t 6dzkiej
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Whniosek — wlasnosc symetrii

X(k) _ ;]an:x(n) _j27dn/ N N=4

X(k=0)=3 N s N
X(kzl):%(—3+j) = j(ﬁ k] 4 (2 kj
X(k=2)= _%(2) ‘X(g +kj‘ _ ‘X(%_kj‘ Widm.o amplitudowe:
X(k=3)=-1(3+) H funkcija parzysta

Widmo fazowe:
funkcja nieparzysta

43
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Dyskretne przeksztatcenie Fouriera

Widmo N- punktowego przeksztatcenia Fouriera ma okres N, tj.:

X (k)= X (k+N)

X(k+N) _ Zx(n)e—]27r (k+N) n/N Zx(n)e—]27zkn/N —j27tkn — N Zx(n)e—]2ﬂkn/N X(k)

- \
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Dyskretne przeksztatcenie Fouriera

const.

N-1
1+ t= 0 1+ f
1 1 N

/ fO

N-1

I1I ——+—— ————— t= 01 —— =f
N/2
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Dyskretne przeksztatcenie Fouriera

2f,

o)

/\ e

s
\/ v | v

L

ﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂw .......

IV 1=

46
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Dyskretne przeksztatcenie Fouriera

N - parzyste (N=16)
A _7f0
/ YRR
O | | | | | | | | | NI-1 f
A \ / 4 \ /

Y Y
czestotliwosci czestotliwosci
dodatnie LSuemne”

DC
fJ2

Pawet Strumitto, Instytut Elektroniki Politechniki t 6dzkiej



Dyskretne przeksztatcenie Fouriera

N -

nieparzyste (N=15)

_fo

| Wiwwent

| | | | IN-I1

J\ /

DC

Y
czestotliwoSsci
Lzuemne”

czestotliwosci
dodatnie
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Przykiady widma Fouriera sygnatow

Cwiczenie komputerowe:

Utworz N=2000 probek sygnatu harmonicznego
x(t)=Asin(2f,t), gdzie A=10, f,=20 Hz, ktory sprobkowano
z czestotliwoscig f.=1000 Hz.

Wykresl ten sygnat, wyznacz jego widma
czestotliwosciowe i je wykresl.

Oblicz odwrotng transformacje Fouriera i otrzymany
sygnat porownaj z przebiegiem oryginalnym.

49
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Przyktady

sin(x)

f(x)

signal in time domain

10¢ L

N=2000 fnumber of samples
A=10 famplitude

fx=20 #sinusoid frequency
fs=1000 fsampling frequency
T=N/fs #time range

#time scale

t=arange (0,T,1.0/fs)

#sinusoid sample values
x=A*sin (2*pi*fx*t)

#plotting
105 01 02 03 04 05 06 07 08 figure (1)
X plot (t, x)

title('signal 1n time domain')
xlabel (‘Time [s]')
yvlabel ('f(x)=sin(x) ")
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Przyktady

#frequency base determination
fO=float (fs) /N
f=arange (0,N*£0, £0)

frequency spectrum
6000 £ L L L L L L L L L

#determination of Fourier
coefficients 5000 |

X=fft (x)

I

I

4000 -

#plotting
3000 -

1

figure

plot (f,abs (X))

title('frequency spectrum’
= xlabel ('f")

ylabel ('FFT (sin(x)) ")

FFT(sin(x))

2000 4

i

!

1000 -

L L L r r r r r L

ot
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
f
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Przyktady

#inverse
iX=1fft (X)
figure; plot (t,real (iX))

title('Reconstructed signal')

xlabel ('x")
ylabel ('IFFT(FFT (sin(x))) ")

IFFT(FFT(sin(x)))

-10
0

Reconstructed signal

10

0.7

0.8

0.9
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Przykiady widma Fouriera sygnatow

Cwiczenie komputerowe:

Do utworzonego w poprzednim ¢wiczeniu sygnatu
harmonicznego dodaj zaktocenie Gaussowskie o
odchyleniu standardowym =20 ( 20*randn (1, 1000) );

Wyswietl sygnat zaktocony. Czy mozna wnioskowac o
czestotliwosci harmonicznej na podstawie przebiegu
czasowego?

Wyznacz widmo czestotliwosciowe zaktoconego sygnatu
harmonicznego i okresl gtowng sktadowg harmoniczng
tego sygnatu.

53
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sin(x)

f(x)

Przykiady

signal in time domain

60 T T r T r r T r r

I
1

40

20

I

40| -

0.1 0.2 03 04 05 06 0.7 0.8 09 1

f(x)=sin(x)+noise

60 ¢

40

207

signal in time domain

L L T L L 7]
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FFT(sin(x))

6000

5000

4000

3000

2000

1000

Przykiady

sin(x)

f(x)

signal in time domain

60 T T T

40

20

-20

40t

60 : d
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
frequency spectrum
T T T T T T T T f T
£l T L L r r I r r L
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
f

1000

DFT

FFT(sin(x))

400

3500

3000

2500

2000

1500

1000

500

60

signal in time domain

f
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Przykiady

FFT(sin(x))
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Przykiady

Reconstructed signal
15 F L L L L L L L L L

10 4

IFFT(FFT(sin(x)))
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Przykiady widma Fouriera sygnatow

Cwiczenie komputerowe:

Wyznacz i wykresl| czestotliwosciowe widmo amplitudowe
sygnatu ecg mit.mat sprobkowanego z czestotliwoscig
f.=360 Hz pochodzgcego z bazy MIT/BIH Arrhytmia
Database (pamietaj o usunieciu sktadowej statej sygnatu
przed wyznaczeniem transformaty, zastosuj 1024
punktowg DFT).

Scharakteryzuj widmo sygnatu EKG.

Czy zauwazasz czestotliwos¢ harmonicznej od sieci
energetycznej?
58
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Przykiady

ECG plot
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Koszt obliczeniowy przeksztatcenia

Fouriera
4
X(k):— x(n)e , dla k=0]1,....N—1
N n=0
jeden prazek
N-1 A 27
1 —]O(N}fl
X (O) = x(n)e
N
n=0
N |N?(FT)| NlogN | Zysk
(FFT) | N/logN W tzw. szybkim przeksztatceniu
16 256 64 4 Fouriera (ang. Fast Fourier
Transform — FFT) wykorzystuje
256 | 65535 | 2048 32 sie symetrie i okresowosc¢
I h h ' h
52 | 262124 | 4608 7 zespolonych harmonicznyc
2048 | ~4e6 | 22528 | 186 5
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Short Time Fourier Transform

Rozwazmy sygnat:

signal in time domain

60 ¢

40
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20~

-20 -

sin(x)+noise

f(x)
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Short Time Fourier Transform
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Jakg informacje tracimy w widmie czestotliwosciowym?
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Short Time Fourier Transform

signal in time domain

60
40 |
o 2| signal |
2
o
c
£
[
»
JL
S
- window
™~
N
C r r r r r r r r L
0 02 03 04 05 06 07 08 09 1

DFT(signal*window)
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Short Time Fourier Transform

signal in time domain
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Short Time Fourier Transform

signal in time domain
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Short Time Fourier Transform

signal in time domain
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Short Time Fourier Transform
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Short Time Fourier Transform

STFT(x(n)) — X(m 0)) = ix(n)w(n — m)e_j””

VAR

— Dyskretna funkcja okna

Dyskretny  czestotliwos$é
czas
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Krotkookresowa transformacja

Frequency

Fouriera
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Elektroencefalografia

Elektroencefalografia — metoda pomiaru i zapisu aktywnosci elektrycznej
mozgu

Inion 10%

Standardowy uktad elektrod EEG
(system10/20)
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http://www.bem.fi/book/13/13x/1302ax.htm
http://www.bem.fi/book/13/13x/1302ax.htm

Sygnat

EEG

EEG alpha rhythm
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—30 -
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Krotkookresowa transformacja
Fouriera

100 Spectrogram of the EEG alpha rhythm

80

Frequency [Hz)

5 10 15 20 25 30 35 40
Time[s]

Pxx, fregs, bins, im = specgram(eeg1, NFFT=512, Fs=200, noverlap=500, cmap=cm.gist_heat)
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Sygnat EEG

EEG beta rhythm
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Krotkookresowa transformacja
Fouriera

Spectrogram of the EEG beta rhythm

100

80

60

40

Frequency [Hz)]

Time[s]

Pxx, fregs, bins, im = specgram(eeg2, NFFT=512, Fs=200, noverlap=500, cmap=cm.gist_heat)
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Podsumowanie

Szereg Fouriera

Wyktadniczy szereg Fouriera
Przeksztatcenie Fouriera
Dyskretne przeksztatcenie Fouriera

Interpretacja widma czestotliwosci

Krotkookresowa transformata Fouriera
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