Sygnaty losowe i ich analiza
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Sygnat losowy a sygnat stochastyczny
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Sygnaty losowe stacjonarne i ergodyczne

[Sygnaly stacjonarne}

Momenty statystyczne wyznaczane dla danej realizacji w czasie
(np. srednia, wariancja) nie podlegajg zmianom w czasie.

[Sygnaiy ergodyczne}

Momenty statystyczne (np. srednia, wariancja) wyznaczane
w czasie i dla roznych zbiorow realizacji sg sobie rowne.

Sygnaty
stacjonarne

Sygnaty
ergodyczne



Sygnaty losowe stacjonarne i ergodyczne
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Sygnat losowy (parametry)

Doktadny przebieg sygnatu losowego, nie jest mozliwy
do wyznaczenia - mozna charakteryzowac tylko jego
odpowiednio zdefiniowane parametry statystyczne.
Jako zapis (obserwacja) pewnego procesu losowego,
sygnat losowy mozna interpretowac jako zmienng
losowg i opisywac jg za pomocg wielkosci i zaleznosci
probabilistycznych tj.

wartos¢ oczekiwana,

odchylenie standardowe,

funkcja autokorelacii.
Dla stacjonarnych sygnatow losowych parametry te nie
zmieniajg sie w funkcji czasu.
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Przykiad - sygnat EEG

Dla sygnatu elektroencefalograficznego mozna
zastosowacC model stochastyczny.

Sygnat EEG jest wynikiem aktywnosci elektryczne;
wielkiej liczby* komorek neuronowych.
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Heart Rate (bpm)

Heart Rate (bpm)
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Rytm prawidtowy —
charakter zmiennosci o
naturze ,fraktalnej”’

Rytm nieprawidtowy
(niewydolnos¢ serca ) —
widoczne oscylacje szybkosci
rytmu (~1/min)

Pawet Strumitto, Instytut Elektroniki Politechniki t 6dzkiej




Rytm serca

= e Rytm serca w powaznej
B it rmsme il | NIEWYdoINOSCI sEICA — rytm
. zbyt regularny
= 1
£ R e T A S B A
0 5 10 15 20 25 30
D Arytmia serca (fibrylacja

przedsionkow) — sygnat ma

" charakter losowy

Heart Rate (bpm)
W o ©
c‘?.%ﬁ’.
m: §

2

—

5] Ai
I~

f

Time (min)

www.physionet.org

Pawet Strumitto, Instytut Elektroniki Politechniki t 6dzkiej



Sygnat losowy — wartosc¢ oczekiwana

Wartos¢ oczekiwana - sygnat ciggty:

oo #Python
E{X(t)}= [Xp(X)dX =X |3 zznaon. candn (1000)

expected=x.mean ()

Wartos¢ oczekiwana (estymata)- sygnat dyskretny:

n=N 1 n=N

— EX(n)i= 2 x(n)p(n) x(n)=x

— \: N +1 4~

kolejne probki sygnatu sg
jednakowo prawdopodobne
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Sygnat losowy - wariancja

Wariacja (Srednia kwadratow odchylen od
wartosci oczekiwanej)- sygnat ciggty:

~+00

o’ = E{[x(t)— X]Z}: j [x(t)—x|* p(x)dx

—0o0

#Python
x=random.randn (1000)
std dev=x.std()
variance=x.var ()

Wariancja - sygnat dyskretny:

) 1 n=N - > 1 n=N , 2
TN +1§N[X(n) <= o1 2X ()=

12
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Sygnat losowy — funkcja autokorelacji

#Python
x=random.randn (1000)
R=correlate (x,x,mode="full’)

R(e)= [+t miec

#usun sktadowa DC

Sygnat ciggty:

xX=x-x.mean ()

Sygnat dyskretny: R=correlate (x,x,mode="full’)
plot(R)
Z x(n)x(n+m)
N=—o0

Pamietaj o usunieciu skiadowej statej sygnatu!
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Funkcja autokorelacji sygnatu losowego
(rozktad Gaussa N(u, 0)=N(0,1))
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Funkcja autokorelacji sygnatu harmonicznego
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Funkcja autokorelacji - éwiczenie

Cwiczenie komputerowe: funkcja autokorelacii

1. Zataduj zadany sygnat EKG (‘ecg s.mat’).

2. Napisz procedure do wyznaczania | wyswietlania
funkcji autokorelacji sygnatu dyskretnego o
zadanej dtugosci N.

3. Porownaj dtugosc¢ otrzymanej funkcji autokorelac;i
z dtugoscig sygnatu.

4. Jakie wtasnosci funkcji autokorelacji zauwazasz?

5. Zastanow sie jakie zastosowanie moze miec
funkcja autokorelacji w przetwarzaniu sygnatow?

6

Pawet Strumitto, Instytut Elektroniki Politechniki t 6dzkiej



Funkcja autokorelacji sygnatu EKG
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Funkcja korelacji wzajemne]

Sygnaty ciggte:

R, (0)= [X(O)y(t+o)t

#Python
Sygnaty dyskretne: R=correlate (x,y,mode="full’)
R, (m)= Y x(n)y(n+m)
N=—00

Pamietaj o usunieciu skiadowej statej sygnatow!

18
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Funkcja korelacji wzajemnej - ¢wiczenie

Cwiczenie komputerowe: Detekcja zespotu QRS
za pomocg wzorca QRS

1. Zataduj zadany sygnat EKG (‘ecg mit.mat’).

2. Wyznacz wzorzec zespotu QRS. Zastosuj ten

wzorzec do detekcji zespotow QRS w sygnale
EKG.

3. Zachowaj otrzymane wyniki do porownania z

Innymi metodami detekcji zespotu QRS w sygnale
EKG.

19
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Funkcja korelacjl wzajemne]
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Funkcja korelacjl wzajemne]

kor=xcorr (ECGsignal, QRSpattern)

ol INTS

L 0 ECG signal
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L

Cross correlation function
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Funkcja korelacjl wzajemne]

kor=xcorr(ECGsignal, ORSpattern):

ECG signal
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kor=xcorr(ekg,wzorzec);

Funkcja korelacji wzajemnej

X(1)

Wyznaczanie opoznienia w sygnale radarowym:

Y (1)

AT

ey (1) N
t _

AT t
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Gestos¢c widmowa mocy sygnatu losowego
(ang. power spectral density - PSD)

Funkcja autokorelacji sygnatu losowego jest
przebiegiem deterministycznym zatem, mozna
wyznaczyc¢ widmo Fouriera tego przebiegu i badac
rozktad mocy sygnatu w dziedzinie czestotliwosci

FT{Ry ()} = X (jo)X " (joo) = X (jeo)

Cwiczenie komputerowe: \Wyznacz PSD sygnatu
EKG przez wyznaczenie kwadratu widma a nastepnie

zastosuj funkcje ‘psd’. Poréwnaj otrzymane wyniki.

24
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Power Spectral Density - PSD
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Wspotczynnik korelacji

Podobienstwo dwoch sygnatow mozna badac za
pomocg wspotczynnika korelacji:

/ kowariancja
S [x(n) - xIy(n)-y]

by = AT = N
Ve \/Z [x(n)—x["> [y(n)-y[
n=1 n=1
-1<1,,<1 #Pythmf_)
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Wspotczynnik korelacji - przykiad

Wyznacz wspotczynnik korelacji pomiedzy
danymiaib:

a=[ 1 2, 3]
I ~ ().
b—[-3.4. 2] > r,, =0.6934

S [xo)-xIy(0)-5
Jz;[x ) Sly(n)- 5}

I =

Xy
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Wspotczynnik korelacji

Cwiczenie: Utworz trzy wektory:

Wektor x; ktérego elementami jest wzrost osob w
grupie wyrazony w metrach

Wektor x, ktorego elementami jest waga os6b wg
porzadku z wektora x, (nie oszukiwac!)

Wektor x5 ktorego elementami jest rozmiar buta
0sOb w grupie

Wyznacz: wspotczynniki korelacji pomiedzy tymi
wektorami i wskaz ktora para wektorow jest
,najbardziej podobna”
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Rozkiady zmiennych losowych ciagtych

-

1
=1 X — X
0

Rozkiad rownomierny
(jednostajny): p(x)

dla x, <x<x
dla innych x

\

1 _xEX—ﬂ
p(x)= e ©

GxE

Rozklad Laplace’a:

/N

Rozktad normalny ( ) 1 52
G : X)= e =
(Gaussa) PV o 2n
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Rozklady zmiennych losowych

0.8 ! ! ! ! ! z ! ! !

Laplace’a

Gaussa
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Szum o rozktadzie Gaussa (biaty)
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Szum o rozkiadzie rownomiernym
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Proces Markowa

p[x(n)/ x(n-1).x(n-2)...., x(1)]= p[x(n)/ x(n-1)
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Czy ciag {RR;, RR,, ..., RR,, ...} jest procesem

Markowa?
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Rozklady punktowe - rozktad Poissona

Rozktad Poissona ma zastosowanie w obserwacii
niezaleznych zjawisk o matym prawdopodobienstwie
sukcesu (np. zjawiska rozpadu promieniotworczego).

Prawdopodobienstwo zaobserwowania j zdarzen w
zadanym przedziale czasu At:

. (aat) E(2)=2
z(e)- 1= e 200 )
— gdzie A oznacza srednig liczbe zdarzen wystepujgcych

W czasie At.

Zastosowanie: w modelowaniu interwatdow R-R sygnatu EKG,
sygnatu EMG, serii impulsow wytwarzanych w komorkach

neuronowych, kontroli jakosci,
Pawet Strumitto, lnstytut E/ektronlk/ Politechniki t odzkiej
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Rozkiad Poissona

0.25

0.2t
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p[2(t)= i
© O U 1IZ ¢
] o) Q
o =3 0.1 . - A=10
% I 0.08
o)
o ) 0.06 } ¢ o
0.04 } '
0.02} '
T?@OCUUUUQ oOO?TT TTT?QO
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J J

Proces Poissona opisuje tzw. procesy bez pamieci, w
ktorych liczba biezgcych zdarzen w jednostce czasu nie
zalezy od ich liczby w przesztosci

35
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Przyktad procesu Poissona
(Heart Rate Varlablllty HRV)
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Zagadnienie regresji liniowej

Rozpatrzmy przypadek regresji liniowej:

V=0, +a,X+¢&

gdzie:

X - zmienna niezalezna,

Y - zmienna zalezna,

¢ - zaktocenia (np. btad pomiaru),
oy, 04 - WSpotczynniki regresji.

Pawet Strumitto, Instytut Elektroniki Politechniki t 6dzkiej
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Regresja linlowa

Y=o, +aX+¢&

26 10 | 10 20 30 40 50 60
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Estymacja liniowe] funkcji regresii

Zadanie reqresiji:

Zatdzmy, ze mamy P obserwacji (X, Y1), (X5, ¥s), ---» (Xp, Yp),
poszukujemy wspotczynnikow a,, a, , dla ktérych uzyskamy
najdoktadniejszy opis zaleznosci pomiedzy zmiennymi X 1 Y.

Rozwigzanie:

Estymaty wspotczynnikow mozna wyznaczyC na drodze

— poszukiwania minimum sumy kwadratow btedow:

&=Y—(q+aX)=Yy,—Y

obserwacja

model regres;ji liniowej

Pawet Strumitto, Instytut Elektroniki Politechniki t 6dzkiej
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Estymacja liniowe] funkcji regresji

Suma kwadratow btedow (ang. summed squared error -

SSE)

P 2

SSE = Zplgiz = Z(Yi — (&, + @1Xi))

i=1

zgodnie z ideg metody sumy najmniejszych
—  kwadratow btedow zaproponowanej przez Gaussa
w XIX wieku; poszukujemy minimum tego wyrazenia.

40
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Estymacja liniowe] funkcji regresji

Minimum znajdujemy wyznaczajgc pochodne czgstkowe
wzgledem obu wspotczynnikow i przyrownujemy je do

Zera.

[ O(SEE) 0
oa, 0a,
O(SEE) o

. oa, 0a

|
|

P

(i - —ax )zj =0 \

=1

tzw. uktad normalny
rownan

P
(Yi —Qy — X )Zj =0
=1

J

41
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Estymacja liniowe] funkcji regresii

Uktad normalny rownan posiada rozwigzanie:

dO — ys’r o &1)(5‘7"
=)
< Z(XI o Xs'r )(yl o ysr)
=" P
Z(XI o Xs'r i
N =1

42
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Estymacja liniowe] funkcji regresj|

ol
15+
10}
:. ‘. h-‘l
™ - w . " .
, we T .
I- .‘ " E A
: X
26 10 | 10 20 30 40 50 60

Source: Wikipedia
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Estymacja liniowe] funkcji regresii

Regresja wyzszych rzedow:

V. =, + X, +a X+ oy Xy, 1=1...,P
g, "
Vi =ag+ > aX;, i=1...,P
j=1

Podobnie jak dla regresji pierwszego rzedu, poszukujemy
wspotczynnikow przez przyrownanie do zera pochodnych

— czgstkowych:
O(SEE)

oa,

| otrzymujemy N+1 rownan z N+1 niewiadomymi.

0, j=0,...N

44
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Inne modele regresii

Regresja wielomianowa:

_ 1 2 N
Vi =g tonX; Hon X, .oy Xy, 1=1...

Przyktady regresji nieliniowej:

Yi = @™
X
Yi = 0y,
_ Oy
i X:
1+ o™

Pawet Strumitto, Instytut Elektroniki Politechniki t 6dzkiej
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Rekonstrukcja trajektorii uktadu
dynamicznego

Takens (1981)udowodnit, ze mozna odtwarzac
wiasnosci trajektorii uktadu dynamicznego na
podstawie probek jednowymiarowego zapisu
aktywnosci badanego uktadu:

y(k)=[y(k) y(k =At)...., y(k = (D-1)At)[

dla odpowiednio duzego wymiaru D wektora
y(k) (ang. time delay embedding)

46
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Rekonstrukcja trajektorii uktadu
dynamicznego

Praktyczne znaczenie tw. Takensa dla badania
uktadow dynamicznych to dowod o istnieniu

zaleznosci:
/ ’

y(k +1)at)=F(y(k))

na podstawie, ktorej mozna wyznaczac prognoze probki

y(k+1) At sygnatu odwzorowujgcego zachowanie
badanego uktadu.

47
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Rekonstrukcja trajektorii
dla rytmu serca

S x(kAt)
Normalny rytm serca Fibrylacja komor
At — pierwsze zero funkcji autokorelacji ciggu Y(K) "
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Chaos deterministyczny

Rozwazmy prosty uktad dynamiczny:

x(n+1)=ax(n)1—x(n))

Symulujgcy zmiane licznosci X populaci

w ograniczonym srodowisku. Licznosc ta jest
znormalizowana do zakresu (0,1), zatem parametr a
przyjmuje wartosci z zakresu (0,4).

Jest to tzw. rownanie logistyczne.

49
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Chaos deterministyczny

v
x(n+1)
\ tzw. odwzorowanie
/ | kwadratowe
\
0 X(N) 1

x(n+1)=3.6x(n)1—x(n))
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Chaos deterministyczny
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Chaos deterministyczny

Wihasciwosci procesow charakteryzujgcych sie
deterministycznym ruchem chaotycznym:

mogg byC generowane przez proste uktady
dynamiczne*,

dynamika ma ,nieprzewidywalny” charakter losowy
(tzw. dziwne atraktory — tj. orbity ograniczone,
rozbiezne i nieokresowe) - demo Matlab

dynamika silnie zalezna od warunkow poczatkowych
(,efekt motyla”)

' R, May: , ... lepiej by nam sie zyto gdyby uwzgledniano fakt, ze proste
uktady dynamiczne niekoniecznie prowadzg do prostej ewolucji dynamicznej.”
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Analiza sygnatow losowych

Sygnaty losowe a sygnaty deterministyczne
Momenty statystyczne

Funkcja autokorelacii

Funkcja korelacji wzajemnej

Wspotczynnik korelacii

Gestos¢ widmowa mocy

Rozktady statystyczne

Dynamika systemow
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